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Proračun betonskih ljusaka s uključenjem reoloških svojstava betona 
Prikazan je model i razvijeni software za proračun betonskih ploča i ljusaka opterećenih dugotrajnim 
statičkim opterećenjem. Simulirana je materijalna i geometrijska nelinearnost. Modelirano je puzanje, 
skupljanje i starenje betona, tečenje betona u tlaku, otvaranje i zatvaranje pukotina u vlaku te vlačna i 
posmična krutost puknutog betona. Modelirano je i nelinearno ponašanje armature. Primjer ilustrira 
točnost i neke mogućnosti primjene modela i proračunskog programa VALJ.  
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Concrete shell computation with determination of rheological properties of concrete 

The model and software for the computation of concrete slabs and shells exposed to a prolonged static 
load is presented. The material and geometrical nonlinearity is simulated. The following features are 
modeled: creep, shrinkage and aging of concrete, concrete flow under pressure, opening and closing of 
cracks subjected to tensile stress, and tensile and shear stiffness of cracked concrete. The nonlinear 
behavior of steel reinforcement is also modeled. The example shown illustrates the accuracy and some 
possible uses of the VALJ model and computational software. 
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Calcul des voiles en béton compte tenu des propriétés rhéologiques du béton 
L’article présente le modèle et le logiciel développé pour le calcul des dalles et des voiles en béton 
soumis à une charge statique de longue durée. La non-linéarité matérielle et géométrique a été simulée. 
On a modélisé le fluage, le retrait et le vieillissement du béton, l’écoulement du béton en compression, 
l’ouverture et la fermeture des fissures en traction, ainsi que la rigidité de traction et de cisaillement du 
béton ayant subi la rupture. Le comportement non-linéaire de l’armature a également été modélisé. 
L’exemple fourni illustre la précision et certaines possibilités d’application du modèle et du logiciel VALJ. 
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Расчёт бетонных оболочек с включением реологических свойств бетона 
В работе показана модель и развитый софтвер для расчёта бетонных плит и оболочек, нагру-
жённых длительной статической нагрузкой. Симулирobана материальная и геометрическая 
нелинейность. Моделированы ползучесть, усадка и  старение бетона, течение бетона под 
давлением, открытие и закрытие трещин при растяжении, а также жёсткость при растяже-
нии и сдвиге растресканного бетона. Моделировано и нелинейное поведение арматуры. Пример 
иллюстрирует точность и некоторые возможности применения модели и расчётной програм-
мы VALJ. 
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Berechnung von Betonschalen unter Einrechnung der rheologischen Eigenschaften des 
Betons 
Dargestellt ist das Modell und das entwickelte Software für die Berechnung von Betonplatten und -
schalen, belastet durch lang andauernde statische Belastung. Simuliert ist materielle und geometrische 
Unlinearität. Modelliert sind Kriechen, Schwinden und Altern des Betons, Fliessen des Betons bei 
Druck, öffnen und schliessen der Risse bei Zug, sowie Zug- und Schersteifigkeit des geborstenen Betons. 
Auch das unlineare Verhalten der Bewehrung ist modelliert. Das Beispiel illustriert die Genauigkeit und 
einige Anwendungsmöglichkeiten des Modells und des Berechnungsprogramms VALJ.  
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1 Uvod  

U pokušaju razvoja numeričkih modela za što realniju 
simulaciju ponašanja betonskih ljusaka (nearmiranih, 
klasično armirani i prednapetih), u radu [20] izložen je 
model za statičku analizu ljusaka opterećenih kratkotraj-
nim statičkim opterećenjem, a u radu [21] model za dina-
mičku analizu ljusaka. U ovom je radu izložen model za 
statičku analizu ljusaka izloženih dugotrajnom optereće-
nju, s mogućnošću simulacije utjecaja reoloških osobina 
betona. Kako je niz proračunskih rješenja zajednički za 
sva tri prethodno navedena modela, to se oni opisani u 
radovima [20] i [21] ovdje se neće ponavljati, a oni koji 
su zbog preglednosti rada i navedeni samo su sažeto 
opisani. 
Ovdje će se detaljnije opisati samo specifičnosti koje se 
odnose na modeliranje vremenskih efekata betona, dok 
se ostale pojedinosti usvojenog modela ljusaka mogu 
naći u radovima [12], [14], [20] i [21]. 

2 Osnovne pretpostavke 

Vremenski utjecaji betona značajni su za naponsko-de-
formacijsko stanje nearmiranih, armiranih, prednapetih i 
spregnutih betonskih konstrukcija, odnosno svih kons-
trukcija koje su djelomično ili u cijelosti izgrađene iz 
betona. Oni su osobito izraženi kod vitkih tlačnih eleme-
nata, te u slučajevima visokih naprezanja betona. Oni 
izazivaju preraspodjelu naprezanja, odnosno mijenjaju 
sliku unutrašnjih sila, te povećavaju deformacije tijekom 
vremena. Ako se želi dobiti što realnija slika naponsko-
deformacijskog stanja za uporabna opterećenja te gra-
nična stanja nužne je uzeti u obzir vremenske utjecaje 
betona. 
Pod vremenskim utjecajima betona ovdje će se podrazu-
mijevati: puzanje, skupljanje, starenje i temperaturne 
promjene. 
Puzanje betona je vremensko povećanje trenutne defor-
macije betona pod konstantnim naprezanjem. Ono može 
biti nekoliko puta veće od trenutne deformacije betona. 
Skupljanje je promjena volumena koja se događa neza-
visno od naprezanja i temperaturnih promjena i odvoje-
no je od puzanja betona. Starenje se može definirati kao 
smanjenje mehaničke deformacije zbog povećanja čvrs-
toće i modula elastičnosti betona tijekom vremena. Tempe-
raturne promjene također mijenjaju naponsko-deforma-
cijsko stanje betonske konstrukcije. 
Ovdje će se prikazati samo jedan numerički model za 
uključenje reoloških osobina betona pod dugotrajnim 
opterećenjem. Model se temelji na onome izloženom u 
radu [20] za simulaciju betonskih i armiranobetonskih 
ljusaka opterećenih kratkotrajnim statičkim opterećenjem. 
Izloženi model simulacije obuhvaća bitne nelinearne 
efekte ponašanja betonskih konstrukcija, kao što su: 

• utjecaj promjene geometrije (veliki pomaci) 
• nelinearno ponašanje betona: 

− tečenje i drobljenje u tlaku 
− otvaranje i zatvaranje pukotina 
− vlačnu krutost između pukotina 
− posmičnu krutost ispucanog betona 
− puzanje 
− skupljanje 
− starenje 
− temperaturne promjene 

• nelinearno ponašanje armature 
− tečenje u vlaku i tlaku 
− ojačanje u tlaku i vlaku 
− temperaturne promjene 

• utjecaj građenja/nastajanja konstrukcije u vremenu. 

Na temelju izloženog modela, razvijen je proračunski 
program VALJ za vremensku analizu betonskih ljusaka. 
Verifikacija modela provedena je na eksperimentalno 
ispitanoj armiranobetonskoj gredi.  

3 Usvojeni element ljuske 

Formulacija efikasnoga konačnog elementa ljuske još 
uvijek nije potpuno riješena. Naime, još uvijek nije raz-
vijen takav element koji precizno opisuje stvarno pona-
šanje konstrukcije i nema nikakvih drugih nedostataka. 
Degenerirani element ljuske temeljen na trodimenzio-
nalnoj teoriji kontinuuma danas ima najrašireniju prim-
jenu. Usvojeni degenerirani konačni element ljuske [14] 
oslobođen je negativnih utjecaja tzv. posmičnog i mem-
branskog locking-a. Može se efikasno koristiti za tanke i 
debele ljuske i ploče. Korišteni su 8- i 9- čvorni elemen-
ti degenerirane zakrivljene ljuske, s uslojenim modelom  
materijala po debljini ljuske (slike 1. i 2.). Svaki čvor 
ima pet stupnjeva slobode: tri translacijska pomaka u 
smjeru globalnih osi i dvije rotacije oko osi u ravnini 
srednje plohe ljuske. Svojstva betona mogu se razliko-
vati za svaki sloj po debljini ljuske. Armatura se modeli-
ra kao posebna lamela odgovarajuće debljine, s čvrsto-
ćom i krutošću samo u smjeru pružanja šipki. 
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Slika 1. Uslojeni model po debljini ljuske 
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Slika 2. Element degenerirane trodimenzionalne ljuske 

4 Model materijala za kratkotrajno statičko 
opterećenje 

4.1 Model betona 

Upotrijebljen je u osnovi vrlo jednostavan model betona 
[20], [21], temeljen na osnovnim parametrima betona 
koje je ionako potrebno poznavati za druge potrebe (jed-
noosna tlačna i vlačna čvrstoća, modul elastičnosti i Pois-
sonov koeficijent). Grafička interpretacija usvojenog 
modela prikazana je na slici 3. 

4.1.1 Modeliranje betona u vlaku 

Pretpostavljeno je linearno- elastično ponašanje betona 
sve dok se ne dosegne njegova vlačna čvrstoća. Uzima 
se da pukotine mogu nastati samo u ravninama okomi-
tim na srednju ravninu ljuske. Naime, usvojeno je da se 
svaka lamela betona nalazi u stanju ravninskog napreza-
nja. Usvojen je model distribuiranih pukotina, odnosno 
pretpostavlja se da beton i nakon pucanja ostaje kontinu-
um. Primijenjen je model tzv. fiksnih ortogonalnih pukoti-
na. Modelirano je djelomično i potpuno zatvaranje pukoti-

na pri rasterećenju i ponovno otvaranje prije nastalih pu-
kotina pri ponovnom opterećenju (slika 4.).  

Doprinos vlačne krutosti neispucanog betona između 
pukotina simuliran je na uobičajeni način, indirektno preko 
"silazne krivulje" εσ −  dijagrama betona u vlaku. 

Simulacija posmične krutosti ispucanog betona (efekti 
"kvačenja" agregata i trenja između stijenki pukotine) 
izvršena je također na uobičajen način, redukcijom mo-
dula smika (G12, G13, G23) ovisno o veličini vlačne defor-
macije okomite na ravninu pukotine. 
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Slika 4. Moguće stanje pukotina 

4.1.2 Modeliranje betona u tlaku 

Ponašanje betona modelirano je prema teoriji plastič-
nosti. Pretpostavljeno je linearno elastično ponašanje 
betona na početku djelovanja opterećenja, sve dok nije 
zadovoljen uvjet tečenja [16]. Nakon toga usvojeno je 
plastično ponašanje betona. Primijenjeno je tzv. pridru-
ženo pravilo tečenja, odnosno usvojena je pretpostavka 
okomitosti vektora plastične deformacije na plohu teče-
nja. Uvjet drobljenja betona u tlaku definiran je kompo-
nentama deformacija. U rasterećenju je pretpostavljeno 
elastično ponašanje. Nakon drobljenja betona, nije se 
računalo s nikakvom krutošću betona. 
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Slika 3. Grafički prikaz usvojenog modela betona za kratkotrajno opterećenje 
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4.2 Model armature 

Način modeliranja armature grafički je prikazan na slici 5. 
a) 

 

b) 

 

Slika 5. Modeliranje armature: a) ekvivalentna lamela armature; 
b) pružanje armaturnih šipki 

Armaturne su šipke modelirane kao zasebne čelične la-
mele ekvivalentne (normalizirane) debljine, i na odgo-
varajućoj (normaliziranoj) udaljenosti od srednje plohe 
ljuske (slika 5.). Naprezanja se mogu javljati samo u 
smjeru pružanja šipki. Računano je s punom kompatibil-
nošću pomaka armature i okolnog betona (bez moguć-
nosti proklizavanja šipke).  

 
Slika 6. Dijagram σ−ε za čelik 

Ponašanje čelika opisano je bilinearnom vezom σ−ε, jed-
nako u tlaku i vlaku (slika 6.). U rasterećenju je pretpos-
tavljeno elastično ponašanje, s početnim modulom elas-
tičnosti. Lom šipki nastaje kada deformacija u pravcu 
njihova pružanja prekorači specificiranu graničnu vri-
jednost. 

5 Model materijala za dugotrajno opterećenje. 

5.1 Model betona 

5.1.1 Ukupne deformacije 

Usvojena je pretpostavka da se ukupna jednoosna defor-
macija betona εt u bilo kojem vremenu t može rastaviti u 
komponente: 

nm
t

m
tt εεε +=  (1) 

gdje m
tε  označava mehaničku deformaciju izazvanu 

kratkotrajnim/trenutnim djelovanjem, a nm
tε  nemeha-

ničku deformaciju koja se može rastaviti kako slijedi 
T
t

a
t

s
t

c
t

nm
t εεεεε +++=  (2) 

U izrazu (2) c
tε  označava deformaciju puzanja, s

tε  defor-

maciju skupljanja, a
tε  deformaciju starenja i T

tε  tempe-

raturnu deformaciju. Deformacije a
t

c
t

m
t i εεε ,  su od nap-

rezanja betona. 

Razlaganje navedenih komponenata deformacija vidi se 
na slici 7., gdje je prikazana povijest deformacija beton-
skog uzorka izloženog stalnom jednoosnom tlaku od 
trenutka t0. 
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Slika 7. Shematski prikaz komponenti jednoosne tlačne deforma-

cije betona 

5.1.2 Puzanje 

Za proračun jednoosne deformacije puzanja primijenje-
na je metoda Glanvillea i Dischingera, koja je bazirana 
na pretpostavci da je brzina puzanja funkcija tekućega 
jednoosnog naprezanja betona σ  i proteklog vremena t 
nakon opterećivanja, tj. 

( )tf
dt

d c
t ,σ

ε
=  (3) 

Ako se vrijeme podijeli u diskretne vremenske intervale 
∆t, uz tn = t i tn+1 = t + ∆t, inkrementalna verzija 
jednadžbe (3) ima oblik 
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[ ]
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t ΦΦΦ −==

+++++ 111,11
ε∆εε∆  (4) 

gdje c
tn 1+

∆ε  označava prirast deformacije puzanja izme-

đu vremena tn i tn+1, 
m
n 1+ε  je trenutna mehanička defor-

macija betona u vremenu tn+1 (može biti nelinearna funkcija 
naprezanja σ), 

1, +
∆

nn ttΦ  je prirast koeficijenta puzanja 

između vremena tn i tn+1, 1+nt
Φ je koeficijent puzanja za 

vrijeme tn+1 i 
nt

Φ je koeficijent puzanja za vrijeme tn. 

Inkrement deformacije puzanja c
tn 1+

∆ε  je izračunat na 

bazi uvjeta na početku predstojećeg vremenskog inkre-
menta tn+1. Ova metoda, u osnovi vrlo jednostavna, dob-
ro opisuje povijest deformiranja čak i u slučaju nagle i 
nepravilne promjene naprezanja. Budući da je inkrement 
deformacije puzanja temeljen samo na tekućoj trenutnoj 
deformaciji (ili naprezanju) i vremenskim vrijednostima, 
ova je metoda proračunski vrlo atraktivna. 

Za koeficijente puzanja uzete su vrijednosti prema Euroko-
du 2 [9], pa se sukladno tome i izraz (4) može napisati u 
obliku 

[ ]
00111 ,, tttt
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c
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+++

εε∆  (5) 

gdje je 
c
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ΦΦ

0101 ,0, ++
= β  (6) 

c
tttt nn

ΦΦ
00 ,0, β=  (7) 

Ako se izrazi (6) i (7) uvrste u izraz (5), slijedi 

[ ]c
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c
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m
t

c
t nnnn

Φ
00111 ,,0 ββεε∆ −=

+++
 (8) 

U navedenim izrazima 0Φ  označava osnovnu veličinu 

puzanja, a c
tt

c
,ttn 0n01 , i ββ

+
 koeficijente kojima se opisuje 

vremenski tijek puzanja pod opterećenjem. 

Osnovna vrijednost puzanja 0Φ  može se odrediti s po-
moću 

00 tfRH cm
ΦΦ ββ=  (9) 

gdje RHΦ  označava koeficijent kojim se uzima utjecaj 
relativne vlage, fcmβ  koeficijent kojim se uzima utjecaj 

čvrstoće betona i 
0tβ  koeficijent kojim se uzima utjecaj 

starosti betona na početku djelovanja opterećenja na 
osnovnu vrijednost puzanja. Pri tome je 

) 1.0/()100/1(1 3/1
0hRHΦRH −+=  (10) 

5.0/8.16 cmf f
cm

=β  (11) 

)1.0/(1 2.0
00

tt +=β  (12) 

uAh C /20 =  (13) 

U tim izrazima RH označava relativnu vlažnost (u %), 
h0 srednji polumjer elementa (u mm), fcm srednju tlačnu 
čvrstoću betona kod starosti od 28 dana (u N/mm2), t0 
starost betona u trenutku prvog nanošenja opterećenja (u 
danima), Ac ploštinu presjeka (u mm2) i u opseg presje-
ka izloženog zraku (u mm). 

Koeficijenti s kojima se opisuje vremenski tijek puzanja 
mogu se izračunati s pomoću  

( ) ( )[ ] 3.0
0101, /

01
tttt nHn

c
ttn

−+−= +++
ββ  (14) 

( ) ( )[ ] 3.0
00, /

0
tttt nHn

c
ttn

−+−= ββ  (15) 

U prethodnim izrazima tn i tn+1 označavaju rubna vreme-
na promatranoga vremenskog inkrementa (u danima), a 
βH koeficijent kojim se uzima utjecaj relativne vlage RH 
(u %) i srednjeg polumjera elementa h0, danog izrazom 

( )[ ] 1500250012.015.1 0
18 ≤++= hRHHβ  (16) 

Utjecaj vrste cementa na veličinu puzanja betona može 
se uzeti u obzir tako da se izraz za starost betona u tre-
nutku prvog opterećenja t0 preinači u 

( )[ ]{ } 5.012/9 2.1
,0,00 ≥++=

α
TT ttt  (17) 

gdje je Tt ,0  podešena starost betona (u danima) u trenut-

ku nanošenja opterećenja, uzevši u obzir utjecaj tempe-
rature, a α eksponent ovisan o vrsti cementa: 
α = -1 za sporovežuće cemente 
α = 0 za normalne i brzovežuće cemente 
α = 1 za brzovežuće visokovrijedne cemente (18) 

Utjecaj varijacije temperature u području između 0°C i 
80°C na stupanj očvršćavanja betona može se uzeti u 
obzir podešavanjem starosti betona izrazom 

( )[ ]{ } it

n

i
T tTt

i
∆∆ 65.13273/4000exp

1
−+−= ∑

=
 (19) 

gdje je  Tt  podešena starost betona (u danima) uzevši u 

obzir utjecaj temperature, 
it

T∆  je temperatura (u °C) u 

vremenskom razdoblju it∆  (broj dana s temperaturom T). 

Srednji koeficijent varijacije za prognozu puzanja prema 
navedenim jednadžbama, koji je određen prema banci 
podataka laboratorijskih pokusa, iznosi oko 20%. 

Kako se razmatrana prostorna diskretizacija odnosi na 
probleme ljusaka, s deformacijama yzxzxyyx γγγεε ,,,, , 
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računano je s jednakim koeficijentima puzanja za sve 
komponente deformacije. Pri tome su koeficijenti puza-
nja, odnosno inkrementi puzanja po pojedinim kompo-
nentama deformacije, određeni kako je to prikazano za 
jednodimenzionalni problem.  

5.1.3 Skupljanje 

Jednoosno skupljanje betona obuhvaćeno je prema 
Eurokodu 2 [9], odnosno izrazom 

s
t

ss
t βεε 0=  (20) 

gdje s
tε  označava jednoosnu deformaciju skupljanja u 

vremenu t, 0sε  osnovnu vrijednost skupljanja, a s
tβ  koe-

ficijent kojim se opisuje vremenski tijek skupljanja. 

Osnovna vrijednost skupljanja 0sε  određena je s pomo-
ću 

RH
s
f

s
cm

βεε =0  (21) 

gdje je s
fcm

ε  koeficijent kojim se uzima u obzir utjecaj 

čvrstoće betona na skupljanje, a RHβ  koeficijent koji 
uključuje utjecaj vlažnosti okoliša. Pri tome je 

( )[ ] 61090160 −−+= cmsc
s
f f
cm

βε  (22) 

U navedenom izrazu scβ  označava koeficijent kojim se 
uzima utjecaj vrste cementa na skupljanje, pri čemu je 

βsc = 4  za sporovežuće cemente 
βsc = 5  za normalne i brzovežuće cemente 
βsc = 8  za brzovežuće visokovrijedne cemente (23) 

Koeficijent β RH određen je izrazima 

βRH = -1.55 βSRH  za 40% ≤ RH < 99% (na zraku) 
βRH = +0.25 βSRH  za RH ≥ 99% (u vodi) (24) 
gdje je SRHβ  koeficijent definiran kao 

( )3100/1 RHSRH −=β  (25) 

Koeficijent s
tβ  kojim se opisuje vremenski tijek skup-

ljanja definiran je izrazom 

( ) ( )[ ] 5.02
0035.0/ ss

s
t tthtt −+−=β  (26) 

U izrazu (26) ts označava starost betona od koje se ra-
čuna skupljanje (u danima), a t - ts stvarno trajanje skup-
ljanja/bubrenja (u danima). 

U sklopu iterativnog vremenskog algoritma, prirast 
deformacije skupljanja s

n 1+ε∆  između dva susjedna 

vremena tn i tn+1 prema jednadžbi (20) može se odrediti s 
pomoću 

( )s
t

s
t

ss
n nn

d ββεε −=
++ 1

0
1  (27) 

U tom izrazu koeficijenti s
t

s
t nn

i
1+

ββ  odgovaraju vreme-

nima tn i tn+1. Ako se jednadžba (26) uvrsti u jednadžbu 
(27), slijedi 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] 











−+−−

−+−
= ++

+ 5.02
0

5,0
1

2
010

1
035.0/

035.0/

snsn

snsnss
n

tthtt

tthtt
d εε   (28) 

Pri razmatranju problema ljusaka, uzima se da se skup-
ljanje betona događa u definiranim ortogonalnim smje-
rovima x, y u srednjoj plohi ljuske, pri čemu se za poje-
dine smjerove inkrementi deformacije skupljanja s

y
s
x dd εε ,  

izračunavaju kako je to prikazano za jednodimenzional-
ni problem. 

5.1.4 Starenje 

Deformacija starenja betona uzima se na indirektan na-
čin, povećavajući tijekom vremena početni modul elastič-
nosti i čvrstoću betona. Naime, pri odabiru veze mεσ −  
u promatranom vremenu tn+1 uzimaju se u obzir tekuće 
mehaničke karakteristike betona, odnosno odgovarajuće 
vremenski “ojačani” materijal. Obuhvaćanje starenja 
betona za jednoosnu elasto-plastičnu vezu mεσ −  she-
matski je prikazano na slici 8. 

σ  

mε

Eto 
Etn 

t0 

tn+1 

c
t0

ε c
tn 1+

ε
t
tn 1+

ε t
t0

ε

c
tf 0

c
tn

f
1+

t
tn

f
1+

t
tf 0

 
Slika 8. Shematski prikaz obuhvaćanja starenja betona za jedno-

osnu elasto-plastičnu vezu mεσ −  

Na slici indeks tn+1 je tekuće promatrano vrijeme, a indeks 
t0 početno vrijeme; fc je računska tlačna, a ft računska 
vlačna čvrstoća betona; E je jedinstveni modul elastič-
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nosti betona u tlaku i vlaku, εc je računska deformacija 
drobljenja betona u tlaku, a εt računska deformacija pu-
canja betona u vlaku. 

Za definiranje odgovarajuće veze mεσ −  u pojedinom 
vremenu, najbolje se koristiti eksperimentalno utvrđe-
nim parametrima betona. U nedostatku eksperimental-
nih podataka, za prirast tlačne čvrstoće betona u vreme-
nu može se primjerice upotrijebiti izraz [7] 

( )[ ]5.03.51exp −−= tsff cmcmt
 (29) 

U gornjem izrazu fcm, kako je već rečeno, označava srednju 
tlačnu čvrstoću betona pri starosti betona t = 28 dana; 

tcmf označava srednju tlačnu čvrstoću betona u promat-

ranom vremenu t (u danima), a s koeficijent koji ovisi o 
vrsti cementa i iznosi: 
s = 0.30  za brzovežuće visokovrijedne cemente  
s = 0.25  za normalne i brzovežuće cemente 
s = 0.20  za sporovežuće cemente (30) 

Utjecaj varijacije temperature na promjenu čvrstoće mo-
že se uzeti u obzir podešavanjem starosti betona prema 
izrazu (19). 

Modul elastičnosti betona u tlaku u promatranom vremenu 
t, u nedostatku eksperimentalnih podataka, može se 
izračunati iz odgovarajuće srednje tlačne čvrstoće beto-
na u tom trenutku, primjerice izrazom [9] 

( ) 3/185.9 +=
tt ckcm fE  (31) 

gdje 
tcmE  označava srednju vrijednost tzv. sekantnog 

modula elastičnosti (u kN/mm2), a 
tckf  karakterističnu 

tlačnu čvrstoću valjka (u N/mm2) u vremenu t. 

Zakon promjene vlačne čvrstoće betona u vremenu, u 
nedostatku eksperimentalnih podataka i preciznijih izra-
za, može se usvojiti prema izrazu (29). Računski modul 
elastičnosti betona u vlaku uzet je kao i u tlaku. 

Vezano za promatrano stanje betonskih ljusaka, veza 
mεσ −  uzeta je na način prikazan u točki 4.1, pri čemu 

se u svakom promatranom vremenu (vremenskom ink-
rementu) određuje: 

• tlačna čvrstoća betona, 

• vlačna čvrstoća betona, 

• modul elastičnosti betona, 

• deformacija drobljenja betona. 

Promjena modula smika betona uzeta je preko promjene 
modula elastičnosti. Poissonov koeficijent uzet je nepro-
mjenjiv u vremenu. 

5.2 Model armature 

Za armaturu se primjenjuje model kao u točki 4.2, dopu-
njen utjecajem temperature. Naime, ukupna deformacija 
čelika sastoji se od mehaničke/trenutne deformacije i 
temperaturne deformacije koja predstavlja jedinu neme-
haničku deformaciju. Čelik je stabilan materijal, kod 
kojeg su deformacije puzanja i starenja zanemarive. 
Usvojeni konstitutivni model čelika može se grafički 
prikazati kao horizontalno translatirani dijagram sa slike 6. 

6 Jednadžbe ravnoteže 

Za prostornu diskretizaciju konstrukcije primjenjuje se 
metoda konačnih elemenata, a za vremensku diskretiza-
ciju problema metoda konačnih diferencija. Inkremen-
talno-iterativna jednadžba ravnoteže promatrane kons-
trukcije, koja odgovara tekućoj geometriji i materijal-
nim karakteristikama, može se napisati u obliku 

1
1
1

1
1 +

+
+

+
+ = n

i
n

i
n RuK ∆∆  (32) 

gdje indeks n označava vremenski inkrement a i iteracij-
ski korak, 1

1
+
+

i
nK  označava matricu tangentne krutosti, 

koja uključuje i utjecaj promjene geometrije konstrukcije, 
1
1

+
+

i
nu∆  označava vektor prirasta čvornih pomaka, a 1+nR∆  

vektor prirasta ekvivalentnih čvornih sila oblika 
u
n

nm
n

e
nn RRRR ++= +++ 111 ∆∆∆  (33) 

U tom izrazu e
n 1+R∆  označava vektor prirasta vanjskih 

(napadnih) sila, nm
n 1+R∆  vektor prirasta ekvivalentnih 

čvornih sila zbog nemehaničke deformacije nm
n 1+∆ε  iz-

među vremena tn+1 i tn (od puzanja, skupljanja, starenja i 
temperature), a u

nR  neuravnotežene sile iz prethodnog 

vremenskog inkrementa n. Vektor nm
n 1+R∆  može se izra-

čunati izrazom 

dVnm
nn

V

T
n

nm
n 1111 ++++ ∫= εDBR ∆∆  (34) 

gdje T
n 1+B  označava tangentnu matricu veze pomak-de-

formacija, a 1+nD  tangentnu matricu veze naprezanje-
deformacija. 
Inkrement ukupne nemehaničke deformacije nm

n 1+∆ε  jest 
T
n

a
n

s
n

c
n

nm
n 11111 +++++ +++= εεεεε ∆∆∆∆∆  (35) 

i sastoji se od inkrementa deformacije puzanja c
n 1+ε∆  

skupljanja s
n 1+ε∆ , starenja a

n 1+ε∆ , i temperaturnih pro-

mjena T
n 1+ε∆ . 

Ukupna je nemehanička deformacija  
nm
n

nm
n

nm
n 11 ++ += εεε ∆  (36) 
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Prirast ukupnih deformacija 1
1

+
+∆ i

nε  može se izračunati s 
pomoću 

1
11

1
1

+
++

+
+ = i

n
i
n

i
n uBε ∆∆  (37) 

a ukupna tekuća deformacija s pomoću 
1
11

1
1

+
++

+
+ += i

n
i
n

i
n εεε ∆  (38) 

Tekuća je mehanička deformacija  

( ) nm
n

i
n

i
n

m
1

1
1

1
1 +

+
+

+
+ −= εεε  (39) 

7 Postupak vremenske analize 

Polazi se od poznate povijesti vanjskoga čvornog opte-
rećenja eR , koja je vezana za vremenski tijek građenja 
konstrukcije, kao što je shematski prikazano na slici 9. 
Promjene vanjskog opterećenja obično su diskontinui-
rane i često su praćene odgovarajućom promjenom no-
sivog sustava. Promatrana vremenska domena podijeli 
se u diskretna vremena t1 do tz, za koja se računaju na-
ponsko-deformacijska stanja konstrukcije. Eventualno 
"trenutno" nanošenje opterećenja računski se simulira 
njegovom aplikacijom u, po volji, malim vremenskim 
intervalima. 

Re 

t 
tn tn+1 

e
nR

e
n 1+R

e
n 1+∆R

e
1R∆

tz t1 
Slika 9. Povijest vanjskog čvornog opterećenja 

T

t
tn tn+1

Tn+1

∆Tn+1

∆T1

tzt1

Tn

T1

 
Slika 10. Povijest temperature 

Ako se razmatra utjecaj poznate povijesti temperaturnih 
utjecaja, odrede se inkrementi temperature sukladno 
odabranoj vremenskoj diskretizaciji, a prema slici 10. 

Također se polazi od poznate veze između vektora nap-
rezanja σ i vektora mehaničke deformacije betona mε  u 

svakom promatranom vremenu, odnosno od poznatog 
tekućeg konstitutivnog modela materijala koji uključuje 
efekte starenja (slika 11.). 

σ

εm

t1

tn

tn+1

tz

 
Slika 11. Veza naprezanje-deformacija (jednodimenzionalna 

predodžba) 

Uz usvojena pravila puzanja i skupljanja betona, u sva-
kom vremenskom koraku diskretizirane vremenske do-
mene računaju se pomaci, deformacije i naprezanja kon-
strukcije. Provodi se postupna integracija, korak po korak, 
u kojoj se inkrementalno-iterativna rješenja dodaju pret-
hodnima, za dobivanje tekućih rješenja. Pretpostavlja se 
da su poznata sva rješenja u vremenu tn. Za postupak u 
vremenu tn+1 treba postupiti redom dijagramu toka rješe-
nja prikazanom na slici 12. 

Iteracijski koraci ponavljaju se sve dok neuravnotežene 
čvorne sile ( ) 1

,1 +
+

i
rn

uR  nisu dovoljno male, odnosno dok je 

prirast pomaka 1
,1

+
+

i
rnu∆  u odnosu na ukupne pomake 1

,1
+
+

i
rnu  

propisano mali, tj. do  

ui
rn

i
rn µ≤

∆
+
+

+
+
1

,1

1
,1

u
u

 (40) 

gdje je uµ  dopustiva tolerancija. 

Nakon zadovoljenja gornjeg kriterija, neuravnotežene 
sile ( ) rn

u
,1+R  dodaju se idućem subinkrementu čvornih 

sila 1,1 ++ rnR∆ i iteracijski se postupak ponovo nastavlja. 

Na kraju iteracija posljednjeg subinkrementa optereće-
nja sn ,1+R∆ , prelazi se na idući vremenski korak. 

Utjecaj nastajanja/građenja konstrukcije tijekom vreme-
na, odnosno utjecaj promjene prostorne domene proble-
ma, obuhvaćen je odgovarajućom promjenom prostorne 
geometrije konstrukcije i definiranjem početnih stanja u 
karakterističnim vremenima. 
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Slika 12. Dijagram toka rješenja problema u inkrementalno-iterativnom obliku 
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8 Numerički primjer 

U nedostatku dostupnih eksperimentalnih ili numeričkih 
rezultata vremenske analize neke armiranobetonske 
ljuske ili ploče, modelirano je vremensko ponašanje 
armiranobetonske grede koju su eksperimentalno ispitali 
Corley i Sozen [8]. Analizirana je greda tipa C3 iz  

 

navedene literature, čiji su osnovni podaci prikazani na 
slici 13. Greda je opterećena koncentriranim silama u 
četvrtinama raspona. Praćeno je stanje progiba grede u 
polovini raspona, te stanje deformacija u naznačenim 
mjernim točkama tijekom dviju godina. 
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Slika 13. Podaci o analiziranoj gredi 

a) uzdužna dispozicija b) poprečni presjek
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Slika 14. Diskretizacija grede 



J. Radnić, D. Matešan Proračun betonskih ljusaka 

GRAĐEVINAR 55 (2003) 1, 1-13 11 

Prostorna diskretizacija grede prikazana je na slici 14., 
a odabrani parametri betona i čelika u tablicama 1. i 2. 

Neki rezultati proračuna prikazani su na slikama 15., 
16. i 17. Kao što se vidi, dobiveni numerički rezultati 

Tablica 1. Parametri materijala za kratkotrajno opterećenje 

Beton Čelik 
Modul elastičnosti  MPa25000=cE  Modul elastičnosti  MPa200000=aE  

Poisson-ov koeficijent 166,0=ν  Granica tečenja MPa7,413=yσ  

Granična tlačna čvrstoća  MPa133,24=′cf  Parametar ojačanja 0=′H  

Granična vlačna čvrstoća  MPa2=′tf  Granična čvrstoća  MPa6,620=af  

Deformacija drobljenja 0035,0=cuε  Granična deformacija 01,0  

Parametri vlačne krutosti 5,0=mε  Pružanje šipki:  

 0012,0=tsε  x smjer 0=α  

Parametar posmične krutosti 0012,0=shε    

Tablica 2. Parametri betona za dugotrajno opterećenje 

Srednji polumjer elementa mm 44=oh  

Relativna vlažnost  %50=RH  

Srednja tlačna čvrstoća kod starosti 28 dana  MPa133,24=cmf  

Početak računanja skupljanja dana 30=st  

Koeficijent za skupljanje prema vrsti cementa 8=scβ  

Koeficijent za starenje prema vrsti cementa 30,0=s  

Starost betona u trenutku nanošenja opterećenje dana 30=ot  
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Slika 15. Progib sredine grede u vremenu 
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vrlo se dobro slažu s eksperimentalno utvrđenim vrijed-
nostima [8]. 

9 Zaključak 
Opisani proračunski model i na temelju njega izrađeni 
program VALJ mogu, prema uvjerenju autora, korisno 

poslužiti u analizama armiranobetonskih ploča i ljusaka, 
(a katkad i greda) gdje je važno uključenje utjecaja 
reoloških osobina betona. U ovom članku model je 
primijenjen na proračun armiranobetonske grede, a u 
sljedećem prilogu bit će prikazana primjena i na 
križnoarmiranoj ploči. 
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Slika 16. Raspodjela deformacija po visini grede  
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Slika 17. Prikaz deformacija grede po mjernim linijama u vremenu 
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